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Chapitre 8 : Régression Linéaire et Régularisation
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Le Phénomeéne de Surapprentissage (Overfitting)

Un modeéle trop flexible conduit inévitablement au surapprentissage.

Le Compromis Biais-Variance

L'erreur de généralisation d'un estimateur f se décompose analytiquement :

. R 2 A
E|(y - f())’] = (BLG) - £()) +Var(fG0)+ o2

Bruit irréductible

e Variance
Biais?

Dans les modéles linéaires, le surapprentissage se manifeste par I’explosion de la norme du

vecteur des poids ||w]||.
Les coefficients deviennent grands, avec des signes opposés, pour annuler localement I'erreur

sur |'échantillon d'apprentissage.
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Le Cadre Général de la Régularisation

Soit la matrice de design X € R"*9 et le vecteur cible y € R™.

L’estimateur des Moindres Carrés Ordinaires (MCO / OLS) minimise ||y — Xw/||3.

Si les variables sont fortement corrélées (multicolinéarité) ou si d > n, la matrice X TX est
singuliére ou mal conditionnée. L’estimateur analytique Wmco = (X TX) !X Ty est instable
ou n'existe pas.

Le Probléeme d'Optimisation Régularisé

Pour stabiliser le systéme, on ajoute un terme de pénalité structurelle Q(w) :

1
w=argmin <[y —Xw|3 + AQ(w)
weRd 2

. , Régularisation
Ajustement aux données g

L'hyperparamétre A > 0 contrdle le compromis entre le biais (fort si A grand) et la variance
(forte si A\ proche de zéro).
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Les Séparatrices Affines et |'Intercept

Nous considérons la classe des fonctions affines :
hwp(x) = (w,x) +b avecw cRYetbcR

L'équation (w,x) + b = 0 définit un hyperplan affine de dimension d — 1, orthogonal au
vecteur normal w.

L"astuce de |'Intercept (Biais)

Pour simplifier I'algébre linéaire, on intégre systématiquement le biais b dans le vecteur des
poids en ajoutant une coordonnée constante 1 au vecteur X :

hw(x) =w'x

On note désormais d la dimension totale incluant I'intercept : w € R?, x € R%. Le paramétre
wo = b est appelé intercept.
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Régression Linéaire Multiple sous forme Matricielle

Pour n observations et d caractéristiques, on définit :
-

® X € R"*4 |a matrice de design (contenant les exemples x,' en lignes).

® y € R" le vecteur cible continus.

Estimateur des Moindres Carrés Ordinaires (MCO)

L'apprentissage consiste & minimiser I'Erreur Quadratique Moyenne (EQM / MSE) :

En annulant le gradient V.2 (w) = =X T (y — Xw) = 0, on obtient :

XTX)w=X"y = Wmco=X'X)"'X"y
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Limites de |'Estimateur MCO

L'estimateur analytique Wyco est vulnérable en pratique, notamment en grande dimension :

1. Singularité matricielle (n < d) : Si le nombre de variables dépasse le nombre
d’observations, la matrice X "X n'est pas de rang plein. Elle est non-inversible.

2. Multicolinéarité (Instabilité) : Si deux variables sont fortement corrélées, certaines
valeurs propres de X T X tendent vers 0. Lors de I'inversion, la variance de I'estimateur
explose.

Pour forcer I'ajustement au bruit, les poids w; prennent des valeurs trés grandes de signes
opposés (ex : +10% et —10°) pour s’annuler artificiellement.

Solution : Pénaliser la norme du vecteur w via la Régularisation.
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Régularisation /5 (Ridge, Tikhonov)

On introduit un biais dans |'estimation pour réduire fortement la variance.
On pénalise par la norme Euclidienne au carré :

1 A
LRidge(W) = 5”3’ - Xwl|3+ 5”“’”%

ot A > 0 contréle I'intensité de la pénalité. En dérivant et en annulant le gradient :

Xy —Xw)+Aw =0 =  Wridge = (X' X+ )" 'X"y

Restauration de |'inversibilité

L'ajout de AI sur la diagonale garantit que toutes les valeurs propres de la matrice a inverser
sont décalées et minorées par A > 0.

Le probléme de singularité est résolu.
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Ridge : Preuve du Filtrage par la SVD

Comment le paramétre A réduit-il concrétement la variance?
Utilisons la Décomposition en Valeurs Singuliéres (SVD) : X = UXV T, Soient o7 les valeurs
propres de X T X. Les prédictions du modéle Ridge deviennent :

Facteur d'atténuation spectral (Shrinkage)

min(n,d) 2
O’/.
YRidge = X WRidge = : 5
YRidge = AWRidge = 3 u;u; y
— o5 + A
j=

————
Shrinkage Factor

e Sj UJZ» > A (L'axe j porte une forte variance de signal utile) : Le facteur ~ 1. L'information
est préservée.

® Si g7 < A (L'axe j est dominé par du bruit colinéaire) : Le facteur tend vers 0.
Ridge écrase l'influence des axes les moins informatifs.
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Régularisation ¢; (LASSO)

Le LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator, Tibshirani 1996) utilise la
norme de Manhattan :

d
Qw) = [wllr =D fwl.
j=1

La norme ¢; n'est pas différentiable en 0. Il n'existe pas de solution analytique globale sous
forme matricielle. On doit recourir a la théorie convexe non-lisse et a la notion de
sous-différentiel 0|w;|.

{1} siw; >0

Olwj| = 3 {-1} siw; <0

[-1,1] siw; =0
C'est précisément ce caractére non-lisse (la singularité en zéro) qui donne au LASSO sa
capacité a générer de la parcimonie.
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Régularisation ¢; (LASSO)

Le risque quadratique pénalisé par la norme ¢ s’écrit
1 2
Lasso(w) = 5lly — Xwll + Allwlh

La valeur absolue n’est pas dérivable en zéro. Il n'y a pas de solution matricielle fermée.
L'optimisation requiert des algorithmes non-lisses exploitant le sous-différentiel d|w;| (qui
vaut la plage [—1,1] en 0).

Parcimonie (Sparsity)

Contrairement 3 Ridge qui réduit les coefficients sans jamais les annuler, la géométrie du
LASSO force les coefficients des variables inutiles a valoir exactement zéro.
Il effectue simultanément la régularisation ET la sélection de variables.
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Seuillage Doux (Soft-Thresholding)

Pour prouver I'émergence de la parcimonie, étudions le cas idéal ou les caractéristiques sont
orthonormées (X "X = I;). En annulant le sous-gradient, on obtient une solution analytique
coordonnée par coordonnée :

Solution analytique du LASSO (cas orthogonal)

UA/’;-'ASSO

= sign(wyco) - max (O, UC’;ACO‘ — )\)

Mécanique du Rasoir d’Occam : Si 'estimation classique initiale w;/'co d'une variable est
en-dessous du seuil A (faible pouvoir prédictif), la soustraction devient négative et la fonction
max(0, -) 'annule purement et simplement (w; = 0). Le modéle s'élague lui-méme.
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Géomeétrie des Contraintes ({1 vs /5)

Par dualité de Lagrange, le probléme régularisé équivaut a minimiser |'erreur MCO sous
contrainte spatiale rigide ||w]|, < ¢.

Contrainte ¢; (LASSO) Contrainte /> (RIDGE)

Intuition : La boule ¢; est un polytope avec des "coins" posés sur les axes. En gonflant, les
isocontours de la MSE rencontreront le domaine presque toujours sur ces singularités, forcant
I"annulation des autres variables.
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Chemins de Régularisation (Regularization Paths)

Tracons I'évolution dynamique de la valeur des coefficients w,; a mesure que la force de
j
pénalité A augmente.

Chemins LASSO (¢) Chemins Ridge (¢2)
’UJ]' wj
> A > A
Atténuation linéaire : chaque variable est ciblée Atténuation asymptotique : les poids
et tuée net a un seuil critique de \ pour décroissent tous vers 0 de maniére

libérer de la parcimonie. proportionnelle sans jamais s’annuler.
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Synthése et Ouverture : L'Elastic-Net

Bien que trés utilisé, le LASSO présente deux limites théoriques :
1. En génomique par exemple (d > n), il sature géométriquement et ne peut sélectionner au
maximum que n variables.

2. Face a un groupe de variables fortement corrélées, LASSO en choisit une au hasard et
élimine les autres. Ridge, au contraire, distribue le poids équitablement (Effet de groupe).

Le compromis parfait : Elastic-Net (Zou & Hastie, 2005)

On combine linéairement les deux pénalités via un hyperparamétre de mélange o € [0,1] :

11—«
——lwll3

P(w) = allwll + —

Géométriquement, I'Elastic-Net est un diamant aux arétes strictement convexes, induisant la
parcimonie tout en stabilisant les groupes de variables colinéaires.
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Extension & une régression polynomiale

Comment modéliser une relation fortement non-linéaire tout en conservant |'élégance
analytique du modéle linéaire ?

On applique un plongement des caractéristiques (Feature Mapping) via une fonction ¥ qui

projette z € R dans R*! :

Uz (1La,2? ... 2% "

L'ajustement d'un polynéme de degré s s'écrit alors comme un simple produit scalaire :

p(z) = wo +wiz + -+ wez® =w' VU(z)

Astuce fondamentale

Une régression polynomiale (fortement non-linéaire en x) reste un probléme d'optimisation
strictement linéaire et convexe par rapport aux paramétres w.

L’équation MCO s’applique telle quelle.
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